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Alternatywny wzor dla efektu Dopplera

Adam Kleiner

Efekt (czyli zjawisko) Dopplera® polega na tym, ze jesli zrodto fali lub jej odbiornik poruszaja sie, to
odbierana czestotliwosé (np. wysokosS¢ dzwieku) jest zwykle rézna od wysytanej. Zaktadam, ze masz
podstawowe informacje o falach (przynajmniej o dZzwiekowych). Wiedza o zjawisku Dopplera nie jest
konieczna do zrozumienia tego artykutu, cho¢ na pewno pomocna.

Przy przypominaniu sobie klasycznego wzoru (podanego nizej jako (4)) do obliczania odbieranej
czestotliwosci fatwo moze dojsé do pomytki w znaku lub zamiany licznika z mianownikiem. Proponuje
wiec nastepujgce podejscie, wymagajace wprawdzie przeksztatcania przed zastosowaniem, ale za
to dajgce postac tatwg do zapamietania (prawie niemozliwg do pomylenia!). Aby ta posta¢ wzoru sie
przydata, konieczna jest wprawa w obliczaniu szybkosci wzglednej; zeby zrozumie¢ uzasadnienie tego
wzoru potrzebne jest rozumienie ruchomych uktadéw odniesienia.

Uzywamy stowa ,szybkoS¢” w znaczeniu ,wartos¢ wektora predkosci” (chwilowej). Zaktadamy, ze
wszystkie rozwazane szybkosci sg znacznie mniejsze od predkosci Swiatta (rozdziat o fali Swietlnej
bedzie pod koniec tego artykutu; stuszniejsze bytoby moéwienie o ,szybkosci Swiatta”, bo chodzi tu
o skalar, a nie o wektor, ale powszechniejsze jest uzywanie w tym konteksScie wyrazenia ,predkosé
Swiatta”). W praktyce mamy na mysli gtéwnie fale dzwiekowe.

Zatdézmy na razie, ze zrédto (Z) i odbiornik (0) poruszaja sie wzdtuz tgczacej je prostej Z0 (dopusz-
czamy przypadek, gdy jedno z nich sie nie porusza).

Przypomnienie i usystematyzowanie pojec>

Predkos¢ rozchodzenia sie fali w przypadku ruchomego uktadu odniesienia zwykle jest zalezna od
kierunku rozchodzenia sie. Nas interesuje rozchodzenie sie fali od Z do 0 - w tym tekscie wiele razy
wystagpi okreslenie interesujaca czesé fali wtasnie w takim znaczeniu.

Czestotliwosc fali to czestotliwos¢ zmian ,falujgcej” wielkosci (np. ciSnienia powietrza, jesli mowimy
o fali dzwiekowej) w nieruchomym punkcie. Oczywiscie znaczenie okreSlenia ,nieruchomy” zalezy od
uktadu odniesienia, zatem i czestotliwos¢ od niego zalezy.

Przypusémy, ze mamy zrodto drgan o ustalonej czestotliwosci. Jesli rozwazamy uktad odniesienia,
w ktorym to zrodto sie nie porusza, to czestotliwos¢ fali w tym uktadzie odniesienia jest rowna czesto-
tliwosci drgan zrodfa. Jesli w rozwazanym ukfadzie odniesienia Zrédto sie porusza, to ma to wptyw na
czestotliwosc fali w tym uktadzie, a wiec posrednio takze na dtugos¢ fali.

Diugosé fali A (czyli odlegltos¢ sasiednich grzbietow) jest niezalezna od ukfadu odniesienia (jak juz
powiedziano, rozwazane predkosci sg znacznie mniejsze od predkosci Swiatta, wiec nie uwzgledniamy
skrécenia Lorentza). Powyzsze stwierdzenie moze by¢ nieco mylace. Oto wyjasnienie: dla ustalonej
fali jej dtugosc jest niezalezna od ukfadu odniesienia. Natomiast przy ustalonym uktadzie odniesienia
ruch Zrédta powoduje, ze (drgajac z tg sama czestotliwoscig) wytwarza ono inna fale, niz gdyby sie nie

* Teksty szarg czcionka majg charakter uzupetniajacy. Jesli masz mato cierpliwosci, nie czytaj tych fragmentow, ale wr6é do
ostatnio pominietych, jesli czegos$ nie rozumiesz.
2 Ten rozdziat jest istotny tylko dla takiego Czytelnika, ktory nie zrozumie czego$ w dalszej czesci.

P

Zar‘nT(or



ZamHKor P. Sagnowski i Wspadlnicy spotka jawna °

ul. Tetmajera 19, 31-352 Krakéw ZamKor &
‘ tel. +48 12 623 25 00, faks +48 12 623 25 24 2 2000000C ...°,°"'°"
- e-mail: zamkor@zamkor.pl ? WSpOIIly Cel...

strona 2/12

poruszato. W szczegblnosci fala wytworzona przez ruchome zrodto ma inng dtugosé i inng czestotliwosé
niz fala, ktérg wytworzytoby tak samo drgajace, ale nieruchome zZrédto.

Réznica bierze sie z tego, ze predkosé fali wzgledem zrodta jest inna, gdy zrédto porusza sie
wzgledem osrodka, a inna, gdy sie ono nie porusza. Wiecej szczegdtdow znalezé mozna w podreczni-
kach - celem tego artykutu nie jest ttumaczenie efektu Dopplera, lecz pokazanie innego podejscia
obliczeniowego.

Wyprowadzenie wzoru

Rozwazmy uktad odniesienia zwigzany ze zrédtem. Oznaczmy przez v, czestotliwoS¢ drgan zrodta
(moéwigc w uproszczeniu: czestotliwos¢ dzwieku wytwarzang przez zrédto; ,v” to grecka litera ,ni”),
a przez v, szybkos¢ interesujacej nas czesci fali wzgledem zrodta (interesuje nas fala wzdtuz odcin-
ka zrodto-odbiornik). W uktadzie odniesienia zrodta czestotliwosé fali jest rowna czestotliwosci drgan
Zrodta czyli v1. Dtugosé fali (w interesujgcej nas czesci fali) wynosi:

PN
Vl

Zauwazmy, ze analogiczny wzor wigzacy dtugosé fali z jej szybkoScig i czestotliwoscig byt omawiany
w szkole®. Oba wzory majg identyczne uzasadnienie. W szkole wybiera sie uktad odniesienia zwigzany
z osrodkiem, w ktérym rozchodzi sie fala (najczesciej jest to powietrze). Nie jest jednak wazne, jaki
wybierzemy uktad odniesienia, tylko zgodne z tym wyborem rozumienie pojec ,szybkosé fali” i ,cze-

stotliwosé”.

Rozwazmy teraz uktad odniesienia zwigzany z odbiornikiem. Oznaczmy przez v, czestotliwoS¢ odbie-
rang przez odbiornik (np. styszang przez obserwatora), a przez v, szybkos¢ interesujacej nas czesci
fali wzgledem odbiornika (znéw interesuje nas ruch fali wzdtuz odcinka Zzrédto-odbiornik). Dtugosé
interesujgcej nas czesci fali wynosi:

FA
V2

Tak jak poprzednio wynika to z tego samego rozumowania, ktére prowadzi sie w szkole, zeby wyka-
zaC zwigzek dtugosci fali z jej szybkosScig i czestotliwoscia.

MoéwiliSmy juz, ze przy przyjetych zatozeniach dtugos¢ fali jest niezalezna od wyboru uktadu odnie-
sienia®. Lewe strony powyzszych dwdch rownan sa wiec jednakowe, co oznacza rowno$¢ prawych stron:
v, v
1 _ 72 (1)
Vl V2
To jest postac wzoru, ktorej zapamietanie zalecam: wyraziliSmy dtugo$¢ fali za pomoca jej szyb-
kosci wzgledem zrodta i czestotliwosci zrodta oraz przyréwnaliSmy do tej samej dtugosSci wyrazonej

3 Kto go nie zna, nie powinien czytaé tego artykutu.
4 Rozdziat Przypomnienie i usystematyzowanie pojec, wyzej.
5 Rozdziat Przypomnienie i usystematyzowanie pojec, wyzej.
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z pomocg odbiornika. Juz same jednostki zapobiegajg pomytce. Jesli jednak odwroca ci sie w pamieci
te utamki (byle oba razem), to nie szkodzi, a nawet lepiej, bo otrzymasz rownowazny wzér, dogodniej-
szy do nastepnych rozwazan:

h_¥

=2 2)
vl U2

Wystarczy zapamietaé wzor (2) zamiast (1). Tu rowniez jednostki zapobiegajg pomyice, tyle tylko, ze
wspoblna wartos¢ obu stron tego wzoru jest rowna odwrotnosci dtugosci fali, a wiec nie ma tak prostej
interpretacji fizycznej jak w przypadku wzoru (1).

Przykiad, ale nie tylko

Wzory (1) lub (2) sg nie tylko sposobem zapamietania wzoru klasycznego (o czym bedzie mowa w na-
stepnym rozdziale). Mozna je tez stosowacé bezposrednio w zadaniach zamknietych (ogodlniej: takich,
gdzie nie otrzymuje sie punktow za zacytowanie oczekiwanego przez komisje wzoru i gdy nie ma po-
trzeby dojScia do koncowego wzoru symbolicznego).

Przyktad. Pocigg jedzie z szybkoscig 30 m/s. Lokomotywa wydaje dZwiek o czestotliwosci 620 Hz.
Przed pociagiem leci ptak z szybkoscig 15 m/s w te samg strone, w ktéra jedzie pocigg. Jaka czesto-
tliwos¢ dzwieku lokomotywy styszy ptak? Przyjmij, ze szybkoS¢ dzwieku w powietrzu wynosi 340 m/s.

Pierwszym, ale niekoniecznym krokiem moze by¢ przejsScie do wzoru (3), ktéry podamy w nastepnym
rozdziale. Pominmy jednak ten krok.

Obliczamy, ze szybkosSc fali wzgledem Zrddta (czyli pociagu) to v, = (340 — 30) m_ 310 m , aszyb-
s

m S
) —

m
kosc fali wzgledem odbiornika (ptaka) to v,= (340 — 15) — = 325 — . Podstawiamy te wartosci (oraz
s

czestotliwos¢ 620 Hz) do wzoru (2):

620Hz v,
310 3p5™M
S S
620 Hz-325
v, = S =2-325Hz=650 Hz

310"
S

PrzejScie do typowych oznaczen i wzoru klasycznego

Przeanalizujmy jeszcze te wzory z punktu widzenia oznaczen powszechnie wystepujacych w zada-
niach dotyczacych zjawiska Dopplera. W ten sposob dojdziemy do postaci klasycznej (lub prawie
klasycznej) wzoru, takiej, jaka jest oczekiwana na egzaminach. Czy zatem warto zapamietywac wzory
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(1) lub (2)? Chyba warto, bo sg one tatwiejsze, a ponadto, jak pokazatem wyzej, przy obliczeniach na
wartosciach sg bardzo wygodne. Jesli nawet na egzaminie trzeba dojs¢ do symbolicznego wzoru kon-
cowego (jak wzor (4) ponizej), to tatwo bedzie powtdrzyé ponizsze rozumowanie (o ile masz wprawe
w przeksztatcaniu wzoréw).

Mozna tez pamietaé wzor (4), ale nie ,mechanicznie”, bo wtedy nietrudno o pomytke np. w wyborze
znakoéw. Natomiast, majac Swiadomosg, ze licznik i mianownik utamka w tym wzorze wywodzg sie
z szybkosci wzglednych v, i v4, tatwo (na etapie podstawiania wartosci) wykryjesz swoj ewentualny btad.

Zacznijmy od przeksztatcenia wzoru (2):

Yo

v, =", 3)

vl
W celu wprowadzenia klasycznych oznaczen ustalmy dowolny uktad odniesienia. Najnaturalniejsza
mozliwos¢ to uktad, w ktérym osrodek rozchodzenia sie fali jest nieruchomy, ale mozna tez wybra¢
dowolny inny ukfad odniesienia. WczeSniejsze rozwazania byty niezalezne od tego, czy w wybranym

uktadzie odniesienia oSrodek sie porusza czy nie.

Niech szybkos¢ fali (w tym uktadzie odniesienia) bedzie rowna vy, szybkosé zrédta v, a szybkos¢ od-
biornika v, (przy czym jedna z tych szybkoSci moze by¢ zerem, jesSli odpowiedni obiekt sie nie porusza).

Zatem:
v,=v, v

przy czym:
* znak ,-" stosujemy, gdy zrédto porusza sie w te sama strone co fala,
* znak ,+7, gdy porusza sie w strone przeciwna.

Jest to zwyczajne obliczenie szybkosci wzglednej fali wzgledem zrodta.

Analogicznie:

V,=v, £V,

przy czym znowu:
e znak ,-" stosujemy, gdy odbiornik porusza sie w te sama strone co fala,
* znak ,+”, gdy porusza sie w strone przeciwna.

Gdyby zamiast wartosci kazdej predkosci brac jej wspotrzedng na osi Z0 zwrdoconej od Zrodta do
odbiornika, to w obu powyzszych wzorach zamiast ,+”, bytby ,-”, przynajmniej dopoki szybkos¢ obiektu

jest mniejsza od szybkosci fali. Wynika to z regut wektorowego obliczania predkosci wzglednej.

Podstawmy te wyrazenia do wzoru (3):

v
° (4)
v

Jest to klasyczna posta¢ wzoru na czestotliwo$é odbierang w zjawisku Dopplera. Znak ,+” poprze-
dzajacy szybkos¢ nalezy rozumiec:

e jako ,-", jesli obiekt, o ktérego szybkos¢ chodzi, porusza sie zgodnie z interesujgca czesciag fali,

* jako ,+”, gdy ten obiekt porusza sie w przeciwng strone.
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Proponuje w zadaniach otwartych zacza¢ w brudnopisie od wzoru (1) lub (2) i - wiedzac w kon-
kretnej sytuacji, czy do obliczenia jednej lub drugiej szybkosci wzglednej trzeba uzy¢ plusa czy minu-
sa - dojs¢ do odpowiednika wzoru (4), w ktorym nie bedzie podwdjnych znakéw. Wpisz ten wz6r do
czystopisu, poprzedzajac go stwierdzeniem: ,Do rozwazanej sytuacji stosuje sie nastepujgca postac
wzoru...”. Jestem pewny, ze zaden egzaminator tego nie zakwestionuje (w koficu wolno by ci byto pa-
mietac¢ cztery wersje wzoru i powotac sie na wtasciwag).

Popularna postac i jej nieprawidtowe objasnienie®

W tym rozdziale oméwimy wariant zapisowy wzoru (4), ktérego osobiscie nie polecam, ale nie mam
pewnos$ci, czy na studiach kto$ nie bedzie wymagat takiej postaci’.
Jest to postaé wzoru (4) zaproponowana w renomowanym podreczniku Resnicka i Hallidaya i, co
wazne, poprawnie w nim objasniona:
v, 2,

Vo=V, ——
Uf+UZ

Niektorzy dodajg zwiezte, ale mylace objasnienie (do 4 lutego 2011 r. byto ono tez w Wikipedii):
»Znaki gorne stosujemy, gdy zrédto i odbiornik zblizaja sie do siebie, zas dolne, gdy sie oddalajg”.
Jednak przypusémy, ze obiekty te poruszajg sie w te sama strone. Nadal pojecia ,zblizajg sie” lub
,0ddalajg sie” maja sens, ale zastosowanie ich w tym podsumowaniu prowadzi do btedu. W rozdziale
Przyktad, ale nie tylko (wyzej) przy zastosowaniu znakoéw gornych wyszedtby fatszywy wynik 710 Hz;
prawidtowy wynik otrzymuje sie, stosujgc w liczniku i w mianowniku znaki minus (a dwa plusy naleza-
toby zastosowacé, gdyby oba obiekty poruszaty sie przeciwnie do ruchu fali).

Oto nieprawidiowe obliczenie:

Pocigg dogania ptaka, wiec ptak i pocigg zblizajg sie do siebie. Opierajac sie na podanej (btednej)
regule, stosujemy znaki gorne:

Vet v,
V,=V
2 1 ’Uf— UZ
btad!
Podstawiajgc, otrzymujemy:
340+ 15
v,=620 ————Hz=710Hz
340-30
biad!

Oto poprawne objasnienie (rownowazne podanemu po wzorze (4)):

e+, rozumiemy jako +uv,, gdy odbiornik porusza sie ku zrodtu, a jako —uv,, gdy porusza sie
W przeciwng strone;

e Tv, rozumiemy jako —uv,, gdy Zrédto porusza sie ku odbiornikowi, a jako +uv,, gdy porusza sie
W przeciwng strone.

¢ Rozdziat nieobowigzkowy.
" Nie bedzie ona chyba wymagana na maturze, bo w Podstawie programowej (przynajmniej tej z 2010 roku) wymaga sie tylko
przypadku z nieruchomym obserwatorem.
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Przypadek ukosny (ten rozdziat stanowi tez ujednolicenie znakow we wzorze (4))°

Do tej pory zaktadaliSmy, ze zrodto i odbiornik poruszajg sie wzdtuz taczacej je prostej Z0. Jesli jeden
lub oba z tych obiektéw poruszajg sie ukosnie, to problem sie komplikuje.

Pierwsza subtelnoS¢: wprawdzie przy ruchu ukoSnym tez ma sens pojecie szybkosci wzglednej, jed-
nak jej uzycie w dotgd podanych wzorach datoby btedne rezultaty. Ruch w kierunku prostopadtym do
Z0 ,nie liczy sie” dla czestotliwosci, ale wptywa na szybkosS¢ wzgledna. Troche inaczej jest dla Swiatta
(tzw. poprzeczny efekt Dopplera).

Dwie nastepne subtelnosci zwykle sie pomija.

Druga subtelnos¢: poprawne obliczenie wymagatoby rozwazenia potozenia punktu Z w chwili wy-
stania fali (umownie: grzbietu) i potozenia punktu O w chwili odebrania tego samego grzbietu. Jesli
punkt O porusza sie ukosnie, opdznienie to wptywa na kierunek prostej Z0. Na rysunku 1 przez 0,
oznaczono potozenie odbiornika w chwili wystania pewnego grzbietu, a przez 0, jego potozenie w
chwili odebrania tego grzbietu (przy Scistych rozwazaniach nalezatoby wiec przez prostg Z0 rozumiec
prosta Z0,). Na wielkos¢ odchylenia kierunku tej prostej wptywa proporcja predkosci fali do sktadowej
predkosci odbiornika w kierunku prostopaditym do prostej Z0O; proporcja ta jest zwykle duza, dlatego
najczesciej zmiana kierunku prostej Z0 jest mata. W praktyce wiec akceptuje sie obliczenie bez
opOznienia ,odczytywania” pozycji punktu O.

\\‘ <)

|

Rys. 1

8 Ten i dalsze rozdziaty tego artykutu nie wnosza istotnie nowych tresci ponad to, co jest dostepne np. w Wikipedii; napisatem je,
by zebraé razem najwazniejsze informacje.
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Trzecia subtelnosc¢: zaktadamy, ze zmiana kierunku prostej Z0 (w wyniku ruchu odbiornika i zrodta)
w czasie jednego okresu drgan jest tak mata, ze moze by¢ pominieta. Bez tego zatozenia obliczenia
bardzo by sie skomplikowaty. To zatozenie jest prawie zawsze spetnione jeszcze lepiej niz poprzednie.

Aby obliczy¢ wptyw ruchu obiektu (zrodta lub odbiornika) na odbierang czestotliwosé, nalezy wszyst-
kie wchodzace w gre wektory zastapic ich rzutami na prosta Z0. Tak otrzymane wielkosci podstawiamy
do wzoru (4).

Uzasadnienie: na czestotliwoS¢ odbierang ma wptyw nie tyle sam ruch obiektu, co wptyw tego ruchu
na zmiane odlegtosci miedzy obiektami (zrodtem i odbiornikiem).

Rys. 2

Mowigc mniej ogolnikowo: kazda z predkosci 4, i U, nalezy roztozy¢ na sktadowe — réwnolegia
i prostopadtg do prostej Z0. Sktadowe prostopadte pomijamy, a do wzoru (4) w miejsce v, i U, wprowa-
dzamy sktadowe rownolegte w, i W,, ktére zaznaczono na rysunku 2 na czerwono; majg one wartosci
|v,cosa,| i |v.cosa,l.

Powyzsze rozwazania prowadza do nastepujgcego wzoru, ktory nadaje sie takze do przypadku ruchu
wzdtuz prostej Z0 i ujednolica kwestie znakéw ,+" i ,-":

v, — v, CoSa,
v,=y, ————= (3)
v, —v,C08a,

Katy a, i a, sa katami miedzy stosownym wektorem predkosci i wektorem Z0 (lub rownowaznie:
wektorem ¥, predkosci interesujacej czesci fali)®. Oczywiscie aby okresli¢ kat miedzy wektorami, nalezy
je przesungc¢ rownolegle tak, by miaty wspolny poczatek (ewentualnie wspédlny koniec; btedem bytoby
jednak odczytywacé ten kat, gdy poczatek jednego wektora jest w koncu drugiego wektora).

Jesli stosujemy wzér (1) lub (2), mozna oczywiscie mowié, ze nalezy roziozy¢ na takie sktadowe
predkosé interesujacej czesci fali wzgledem obiektu (w kolorze fioletowym na rys. 3 ponizej), po czym
sktadowg réwnolegtg wprowadzi¢ do obliczen jako v, lub v..

° W Wikipedii, gdzie nieco inaczej definiuje sie rozwazane katy, w liczniku jest ,+”; ja zdecydowatem sie na takie okreslenie ka-
téw, by by¢ bardziej w zgodzie z koncepcja obliczania szybkosci wzglednej.
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Rys. 3

W praktyce i tak obliczamy te predkosci wzgledne na podstawie predkosci fali i predkosci obiektu.
ProSciej jest wiec roztozy¢ predkos¢ obiektu na sktadowe. Sktadowa rownolegta do prostej Z0 (na rys.
2 i 4 wektory czerwone: w, i W, ) odejmujemy (wektorowo) od ¥ i w ten sposob otrzymujemy wektor
(zielony na rys. 4), ktérego wartoS¢ nalezy przyjac za v, lub v2 we wzorze (1) lub (2).

vy

Rys. 4

Gdyby zmiana kierunku prostej ZO w czasie jednego okresu drgan nie byta pomijalna, nie wolno by
byto przyjaé, ze zmiane odlegtosSci Zrodta Z i odbiornika 0, w czasie jednego okresu fali mozna obliczy¢
na podstawie iloczynow tych sktadowych przez ten czas. O zmianie czestotliwosci odbieranej wzgledem
nadawanej decyduje wtasnie ta zmiana odlegtosci (w tym zdaniu jest pewne uproszczenie - niestuszne,
gdy szybkosci zrédta lub odbiornika nie sg mate w poréwnaniu z szybkoscig fali).

Przypadek naddzwiekowy™

Jesli Zzrédto lub odbiornik poruszajg sie szybciej niz fala, ale ze zwrotem przeciwnym do zwrotu pred-
kosci fali, nie powoduje to konieczno$ci zadnej zmiany we wzorach.

Rozwazmy przypadek, ze zrodto porusza sie w strone odbiornika szybciej niz fala. Wtedy oczywiscie
Zrédto minie odbiornik, zanim dotra do niego wystane wczesniej fale. Kiedys jednak one do niego dotrg
i mozemy pytaé¢ o obserwowang czestotliwos¢ tych fal.

10 Rozdziat nieobowigzkowy.
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Moze tez sie zdarzy¢, ze odbiornik oddala sie od Zzrédta z szybkosScig wieksza od szybkosci fali
i wskutek tego wyprzedza on fale wystang wczesniej przez zrodto. Wtedy bedzie rejestrowat oznaki fal,
wystanych zanim minat on zrodto (albo zanim jego szybkoS¢ przekroczyta szybkosc fali).

Jeslijeden z obiektow (lub obydwa) wyprzedza fale, to wzory (1) i (2) pozostajg aktualne, ale zmienia
sie nieco sposob obliczania szybkosci wzglednej. Mianowicie: z wyrazen podanych miedzy wzorami
(3) i (4) otrzymujemy wielkoS¢ ujemnag. Aby opanowacé ten przypadek, zastepujemy ja przez jej war-
to$¢ bezwzgledna™. Podobnie we wzorach (4) i (5) licznik i/lub mianownik stajg sie ujemne - trzeba
zastapi¢ utamek przez jego wartosé bezwzgledna.

Przypadek fali Swietlnej - wzory przyblizone

Najwazniejszy wniosek z tego i nastepnego rozdziatu: dla Swiatta (og6lniej: fali elektromagnetycznej)
wzory (4) i (5) mozna stosowag, ale daja one wynik niedoktadny (tym gorszy, im szybciej poruszaja sie
wzgledem wybranego uktadu odniesienia zrodto i odbiornik), a wzory (1), (2) i (3) nie sa poprawne (ale
nadal moga stuzy¢ do przypomnienia sobie wzoru (4)).

Reszta informacji podanych w tych dwoch rozdziatach (zwtaszcza wzory) nie musi by¢ zapamietana.

Czytelnikowi bardziej ambitnemu proponuje wzoér (8a) (jest to wzor doktadny, rownowazny trudniej-
szym do zapamietania wzorom (6) i (8b), cho¢ za to wzor (6) jest w moim przekonaniu wygodniejszy
w stosowaniu).

Jesli mamy do czynienia z falg elektromagnetyczna (np. Swietlna), nie jest spetniony postulat, ze
wszystkie rozwazane szybkosSci sg duzo mniejsze od predkosci Swiatta. Oparcie sie na nim jest klu-
czowe przy udowadnianiu wzoréw (1), (2) i (3); w szczegbdlnosci w przypadku fal elektromagnetycznych
zbyt niedoktadne jest zatozenie, ze dtugosc fali jest taka sama w kazdym ukfadzie odniesienia (a to
zatozenie byto podstawg wzoru (1), a wiec tez (2) i (3)).

Jesli jednak szybkoSci odbiornika i zrodta sg mate w poréwnaniu z predkoscig Swiatta, to wzory
klasyczne (4) i (5) dadza nam wynik z zadowalajaca doktadnoscia. Co wiecej, predkos¢ Swiatta jest
taka sama wzgledem kazdego uktadu odniesienia. Dlatego za uktad odniesienia mozna przyjgc¢ zrédto
- wtedy wzor (4) przybiera postac:

cC—v
(5

Vo=V, (4a)

gdzie v jest szybkoScig oddalania sie odbiornika od zrédta. Skupiamy sie na oddalaniu sie, bo jest to
przypadek wystepujgcy na co dzien w astronomii. W sytuacji zblizania sie (wzglednego) odbiornika do
zrodta w miejsce v nalezy podstawi¢ -v. Dla uproszczenia zaktadamy, ze predkosé wzgledna zrodta
wzgledem odbiornika jest rownolegta do prostej Z0 (przypadek ukosny jest oméwiony w Wikipedii:
http://pl.wikipedia.org/wiki/Efekt_Dopplera).

1 Oczywiscie mogtem to zrobié juz wyzej i mieé jednolity wzor, ale na tamtym etapie bytby on nienaturalny.
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P

Rownie dobrze za uktad odniesienia mozna przyjac¢ odbiornik. PredkoS¢ zrodta wzgledem odbiornika
jest wektorem przeciwnym do wektora predkosci odbiornika wzgledem zZrédta, a wiec wartosé jednego
i drugiego wektora jest taka sama: v (nadal stosujemy konwencje, ze dla zblizania sie wpisujemy (-v)
zamiast v). Wzor (4) przybiera wiec postac:

(4b)

Jak tatwo zauwazyé, wzory (4a) i (4b) sa sprzeczne. Sprzeczno$¢ ta bierze sie z niedoktadnosci
(cechujgcej prawie catg mechanike klasyczng: doktadne obliczenia dla obiektow bedacych w ruchu
powinny uwzglednia¢ zjawiska teorii wzglednosci). Jednak dopdki ciata poruszaja sie znacznie wolniej
niz Swiatto, niedoktadnosci zwigzane z nieuwzglednianiem tych zjawisk sg tak mate, ze mozna je po-
ming¢ (podobno nawet loty kosmiczne projektuje sie bez uwzgledniania tych zjawisk i nie prowadzi to
do ktopotow). Tak wiec wzory (4a) i (4b) mozna akceptowaé (wynik wzoru (4a) jest odrobine za maty,
a wynik wzoru (4b) jest odrobine za duzy).

Do celéw szkolnych zalecam wzory (4a) lub (4b). Mozna jednak poprawi¢ doktadnosé obliczania v,,
stosujgc wzor:

Vo=V (4c)
c+o
2

Na gruncie mechaniki klasycznej (!) odpowiadatoby to wybraniu uktadu odniesienia poruszajgcego sie
z predkoscia bedgcg Srednig arytmetyczng z wektorow predkosci Zrédta i odbiornika. Stosowanie tego
wzoru w szkole moze sie jednak spotkac z krytyka.

Przypadek fali Swietlnej - wzér doktadny

Cho¢ moze to by¢ zaskakujgce, Srednia geometryczna z wartosci uzyskanych ze wzoréw (4a) i (4b)
jest wartoscia v, doktadng nawet przy v dowolnie bliskim c. Srednia ta wyraza sie wzorem:

c—v ®)
V,=v
2 e+
a stad, jak wykaze w Dodatku:
c—v
V=V, ———— (7a)

P
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a Zzarazem:
(o () 2
vV, =V, 1-|— (7b)
ct+v c

Odwrotnosé pierwiastka wystepujgcego w powyzszych wzorach pojawia sie bardzo czesto w teorii
wzglednosci, dlatego wprowadzono dla tej wielkosci umowny symbol gamma (zwany tez czynnikiem
Lorentza):

Kiedy go uzyjemy, wzory (7a) i (7b) przybiorg postac:

V,=V, c y (8a)
c
c+v (8b)
V,=v
2 1 y

Czynnik y czesto mamy juz obliczony i wtedy wzor (8a) lub (8b) jest wygodniejszy niz (6).

Gdy zrédto i odbiornik zblizajg sie do siebie, to we wzorach (6), (7a) i (7b) podstawiamy -v zamiast v.

Jesli v jest duzo mniejsze od c, to y jest prawie rowne 1. W mechanice klasycznej bardzo czesto
mamy do czynienia z wzorami, ktore wynikaja ze wzorow teorii wzglednosci przy zastgpieniuy przez 1.
Wtedy wzor (8a) staje sie wzorem (4a), zas wzor (8b) — wzorem (4b). Jak pewnie pamietasz, klasyczny
wzor (4) przybiera dla nieruchomego odbiornika postac (4a), a dla nieruchomego zrodta - (4b).

Dodatek'?

Na koniec przedstawimy przejScie od wzoru (6) do (7a) i (7b). W (6) dzielimy licznik i mianownik utam-
ka pod pierwiastkiem przez c:

2 Tylko dla zainteresowanych.
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Licznik i mianownik utamka po prawej stronie wzoru (9) mnozymy przez 1 — 2. W mianowniku korzy-
stamy ze wzoru (a + b) (@ - b) = a* - b*: c

2
v c—v
1-—— _v
( C) 1

B e e e o

WykorzystaliSmy powszechnie znany fakt, ze v < ¢; gdyby byto v > ¢, licznik w trzeciej i czwartej

czesci wzoru bytby ujemny, zas licznik w czeSci drugiej bytby dodatni. (Osobna kwestia, ze mianowniki
tych trzech czesci stracityby sens.)

Aby uzyska¢ wzoér (7b), po prawej stronie wzoru (9) mnozymy licznik i mianownik utamka przez

v N 3 .
1+ —.Tym razem w liczniku korzystamy z tego samego wzoru skréconego mnozenia:
c

_VJ(H c Jﬁ v F -

2 1 - X

v 1C+v
1+Y C e+
142 c

c

Zrédta
Multimedialny kurs maturalny z fizyki dostepny na http://platforma.edu.pl/blog/

http://pl.wikipedia.org/wiki/Efekt_Dopplera

http://pl.wikipedia.org/wiki/Relatywistyczny_efekt_Dopplera (Uwaga: nie pomyl tam diugosci fali
z czestotliwoscia.)
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